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Resumo

De grande importéancia para o estudo da Geometria sdo as figuras. O principal motivo ¢ que na resolu¢do de um problema, tais representagdes
permitem, em geral, um acesso mais direto aos objetos da situacdo e menos custoso que um texto. Mas, muitas vezes, para resolver um
problema, ¢ necessario transformar ou modificar uma dada figura em outras, a fim de obter novos elementos que poderao levar a ideia de sua
soluc@o ou de uma prova. Essa capacidade de modificar uma figura envolve o que R. Duval denomina apreensdo operatoria da figura. Um
tipo de modificacdo consiste na divisdo da figura em outras subfiguras que podem ser reagrupadas para formar novas figuras. A capacidade
de modificar uma figura de partida para visualizar a resolugdo de um problema pode ser desenvolvida e deve ser estimulada pelo professor no
ensino da Matematica, em particular na Geometria. Nesse artigo, com base nos trabalhos do referido autor, apresentamos exemplos especificos
que caracterizam e destacam o papel e a importancia da apreensao operatoria para analisar o funcionamento de uma figura na abordagem de
uma situagdo geométrica por um sujeito. E ainda, introduzimos constructos teoéricos da abordagem semiotica, a fim de realgar as possiveis
influéncias de ambientes de Geometria Dindmica em processos de visualizagdo e nas representagdes que estudantes podem construir de
conceitos e problemas geométricos nesses ambientes.

Palavras-chave: Geometria. Figuras. Apreensdo Operatoria. Visualizagdo.

Abstract

Figures assume an important role in the study of Geometry. It should be emphasized, as the main reason, that such representations allow more
direct access to objects of the problems, richer and less expensive than texts. Nevertheless, the figure can be seen by students, differently from
what a teacher sees. Often, transforming or modifying figures in other ones is a helpful approach, and necessary to obtain new elements that
may lead to the idea of a problem solution or proof. This ability to modify a figure refers to an operative apprehension of the figure. It can
be mentioned that one important type of modification consists of dividing the figure into other sub figures that can be regrouped to form new
shapes. The ability to modify a starting figure to visualize the solution of a problem can be developed and should be stimulated by the teacher
in the teaching of Mathematics, in Geometry. This text presents and highlights the role and importance of the operative apprehension of figures
based on specific examples.

Keywords: Geometry. Figures. Operative Apprehension. Visualization.

1 Introducéo Mas, segundo esse mesmo autor, para muito alunos, as

- . figuras ndo funcionam necessariamente como ferramentas
As figuras' sdo frequentemente empregadas no ensino o . o )
e . . . heuristicas na resolucdo de problemas geométricos. O simples
de Matematica e, mais particularmente, em Geometria. Mas, o )
. fato de ver uma figura parece inibir — ou mesmo excluir — um
para que serve uma figura em um problema geométrico? . . o .
.. olhar mais matematico sobre ela e dois tipos de dificuldades
Qual sua utilidade? Para Duval (1994), o emprego de figuras N . .

L . sdo frequentemente observadas no ensino de Matematica, em
pode ser justificado considerando-se que elas, em geral, . L
diferentes niveis:

fornecem uma representacdo da situaga métrica mai A .
ornecem u epresentagéio da sifuagio geométric S e “Aresisténcia em desprender-se de formas e propriedades

facil de ser apreendida do que um enunciado verbal. Diferente visualmente reconhecidas num primeiro olhar2. A figura
de um texto, as figuras explicitam, para cada objeto, suas constitui assim um dado intuitivo, suficiente por si so, que
relagdes com outros objetos da situacdo representada, ou nao da sentido a qualquer justificativa ou exigéncia de

demonstragao;
e “Aincapacidade de ver em uma figura”, isto ¢, de discernir
possiveis elementos para a solu¢do de um dado problema,
de explorar diferentes aspectos dessa situagdo, antecipar 0 que demandaria focalizar a atencdo sobre certas partes

resultados ou selecionar uma estratégia de resolucao. da figura, ou ainda, incrementa-la com tragados de outros

seja, permitem perceber uma situacdo na sua globalidade
e, consequentemente, podem constituir meios mais diretos

1 Referindo-se aqui a representacao figural ou desenho.
2 As frases citadas correspondem a nossa traducao do original em francés.

JIEEM v.12, n.3, p. 245-257, 2019. 245



Apreensdo Operatoria de Figuras em Situagdes Geométricas

elementos complementares (Duval, 1994, p. 122).

Existe, assim, um hiato entre ver uma figura no sentido de
sua percep¢do espontanea € a maneira matematica de olhar
para ela. Como afirma Duval (1994, p.122), “uma aparece
frequentemente como um obstaculo a outra, enquanto que,
sem a primeira, a segunda ndo seria possivel”.

E preciso considerar ainda que uma figura é vista pelo
aluno de forma diferente de como ¢ vista por um professor. De
fato, como afirma Hoffmann (1998), nés vemos com nossas
mentes, ndo apenas com nossos olhos. O que vemos ¢ moldado
por nossas experiéncias, pelos padrdes que conhecemos e até
pelas diferengas nas conexdes em nossos cérebros, desde
nosso nascimento e durante o desenvolvimento de toda a
vida em funcdo dos aprendizados. Inclui-se aqui entdo os
conhecimentos e percep¢des dos sujeitos. Professores e
alunos ndo veem a mesma coisa em um diagrama ou uma
imagem animada no computador, ou mesmo em uma equagao
algébrica. Diferentes alunos de uma turma ndo veem a mesma
coisa em uma mesma situa¢do matematica.

Esse fato e as consideragdes anteriores sugerem que
existem diferentes apreensdes possiveis de uma mesma
figura. Para Duval (1994), tais apreensdes ndo se reduzem as
apreensdes perceptiva e matematica mencionadas, mas sim, se
ampliam a quatro tipos, cognitivamente distintos.

No que segue, em referéncia aos trabalhos de Duval
(1994, 1995a, 1995b, 2006, 2012a, 2012b), buscamos
apresentar ¢ exemplificar essas apreensdes, destacando o
papel ¢ importancia delas para analisar o funcionamento de
uma figura na abordagem de uma situagdo geométrica por
um sujeito. No contexto educacional, entendemos que, com
isso, podemos trazer elementos que auxiliem educadores e
professores na identificacdo e andlise de certas dificuldades
dos alunos em olhar matematicamente para as figuras, de modo
a constituirem verdadeiras ajudas heuristicas na resolugao
de problemas. E mais, pretendemos introduzir constructos
tedricos da abordagem semiética de Duval, a fim de realgar
as possiveis influéncias de ambientes de Geometria Dindmica
em processos de visualizagdo e nas representacdes que o0s
estudantes constroem de conceitos, teoremas e problemas
geométricos nesses ambientes.

2 Diferentes Apreensoes
Geométricas

de Figuras em Situacdes

Duval (1994) destaca quatro maneiras de apreender uma
figura: a apreensdo perceptiva, a discursiva, a sequencial ¢ a
apreensdo operatoria. No que segue, por meio de exemplos,
procuramos caracterizar de maneira detalhada cada uma
dessas apreensdes.

A apreensdo perceptiva de uma figura ¢ aquela que
permite identificar ou reconhecer imediatamente uma forma
ou um objeto, no plano ou no espago. Essa identificacdo de

formas se da por meio de leis da Gestalf de organizagdo ou
por indicadores intrafigurais tais como: simetrias, contornos,
convexidade, diferengas de tamanho, orientagdo, entre outros.

Por exemplo, a Figura la, para alguns sujeitos, pode
representar um hexagono regular (cf. destacado na Figura
1b), com a énfase da percep¢do em seu aspecto global.
Mas para outros, a mesma figura pode representar um cubo
em perspectiva (Figura 1c). Essa ultima percep¢do pode
ser induzida pelos segmentos tracejados, os quais tiram,
eventualmente, a aten¢ao do contorno do poligono. Ou ainda,
por alguma familiaridade do sujeito com imagens do tipo da
Figura 1d, cujo contraste de cores pode acrescentar um efeito
tridimensional.

Figura 1 - Apreensdo perceptiva de uma figura: hexagono ou
cubo?

Fonte: Os Autores © @

Essa apreensdo relativa a percepgao ¢ geralmente feita por
tratamentos cognitivos automaticos da imagem pelo cérebro
e, por isso, os reconhecimentos imediatos dos formatos das
figuras, ou de partes que as compdem, sdo relativamente
estaveis. Ilusdes de oOtica ou paradoxos de ordem visual
(Figura 2) sao provenientes desse tipo de apreensao.

Figura 2 - Linhas horizontais paralelas?

o

Fonte: http://hypescience.com/incriveis-ilusoes-de-otica/

Em Matematica, embora se faga constante referéncia
a apreensdo perceptiva, seja de maneira instrumental (em
tracados a mao livre, com régua e compasso ou em ambientes

3 Refere-se a um processo de dar forma, de configurar “o que ¢ colocado diante dos olhos, exposto ao olhar” (Wikipedia, acesso em 05 maio 2019).
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de geometria dindmica), seja mentalmente (quando muitas
figuras percebidas foram interiorizadas), ndo se pode ficar
limitado a ela, pois ¢ relativa a um nivel muito global e
baseia-se apenas em constatagdes. De maneira geral, ndo se
pode dizer que uma propriedade matematica “¢ vista” em uma
figura. Concordamos com Duval (1994) quando afirma que o
paralelismo de duas retas ou a congruéncia de dois segmentos,
por exemplo, ndo podem ser estabelecidos nem por simples
percepgao, nem por medidas, pois sempre havera margem de
erro e/ou imprecisoes.
Como explica o autor, referindo-se a certos tipos de
tratamentos de representagdes figurais,
as unidades figurativas de uma figura original podem
ser visualmente reconfiguradas sem qualquer recurso a
uma propriedade matematica. Essa operacdo puramente
visual de reconfigurar uma figura original esta subjacente a
maioria dos exemplos de evidéncias visuais usadas no ensino
para fornecer explicagdes “intuitivas” de certos resultados
matematicos. Mas, na maioria dos casos, isso ndo funciona
porque os processos visuais de reconhecimento de geszalt ndo

funcionam da mesma maneira que o exigido ou esperado do
ponto de vista matematico. (Duval, 2006, p. 112).

7

Com isso, outra apreensdo possivel € a apreensdo
discursiva que corresponde a uma explicitagdo de outras
propriedades mateméticas da figura, além daquelas indicadas
por uma legenda ou pelas hipéteses do enunciado. Essa
explicitagdo ¢ feita de maneira dedutiva, aplicando-se
defini¢des e propriedades conhecidas para deduzir outras e,
assim, identificar outros elementos constitutivos da figura.

A Figura 3 exemplifica esse tipo de apreensdo no caso de
uma situagdo envolvendo um triangulo e os pontos médios de
dois de seus lados.

Figura 3 - Apreensdo discursiva de uma figura: identificagdo de
outras propriedades

Dados: No triangulo 4BC, Outras propriedades da
AM=MB e AN=NC figura:

A Triangulos AMN e ABC
sdo semelhantes (LAL),
logo BC=2.MNe AMN =
ABCe ANM = ACB

e, portanto, BC // MN

B C
Legenda: AM=MB e AN=NC

Fonte: Os Autores

Cabe aqui destacar que Duval (1994) chama de figura
geométrica a articulagdo entre a apreensdo perceptiva e a
apreensdo discursiva. Para o autor, ndo ha figura geométrica
sem legenda ou sem um texto que a caracterize. Nesse sentido,
considera-se que o desenho — ou representacao figural — fica
revestido de elementos relacionados ao enunciado, a sua
legenda e aos conhecimentos do sujeito que o interpreta,
para além dos aspectos visuais imediatos, que podem trazer
ambiguidades. Exercicios ou situagdes que envolvem o
emprego direto de teoremas ou defini¢des referem-se a esse
tipo de apreensao.

Ainda que Laborde (2005) ndo utilize essa mesma
caracterizacdo de “figura geométrica”, ela destaca que um
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desenho bidimensional (em qualquer suporte) desempenha
um papel ambiguo, uma vez que se refere, por um lado, a
propriedades geométricas tedricas e, por outro, apresenta
propriedades grafico-espaciais que, naturalmente, ddo origem
a uma atividade perceptiva do aluno. Em outras palavras, a
autora identifica um dominio de funcionamento do desenho,
relativa ao conjunto de propriedades geométricas representadas
por suas caracteristicas grafico-espaciais, e um dominio de
interpreta¢do, pois nem todas as propriedades espaciais
do desenho podem ser interpretadas como propriedades
geométricas do objeto representado. E nesse aspecto, converge
para a ideia de Duval sobre haver um entrelagamento entre
aspectos espaciais percebidos no desenho e aspectos tedricos
da Geometria, identificados nessa apreensdo discursiva.

No que concerne a aprendizagem, os trabalhos da referida
autora analisaram especificamente o papel das representacdes
dinamicas em Geometria Dindmica e permitem mostrar que
essa explicitagdo de propriedades matematicas, mencionadas
por Duval, ¢ facilitada nesses ambientes, considerando que
a relacdes geométricas aparecem como invariantes da figura
sob a¢do do movimento (dragging). Voltaremos a essas ideias
mais adiante no texto.

Outra apreensdo que aparece em uma situagcdo geométrica
com representagdo figural ¢ a apreensdo sequencial de uma
figura que corresponde ao reconhecimento da sequéncia
de passos na construgdo de uma figura com a ajuda de
instrumentos (régua e compasso ou sofiware de geometria
dinamica, por exemplo). Esse tipo de apreensdo, para além do
dominio dos passos de construgdo a serem realizados, permite
melhor caracterizar os objetos geométricos numa dada
situagdo, relacionando-os as propriedades utilizadas em sua
constru¢ao. Vamos dar um exemplo desse tipo de apreensao
com base no seguinte problema de construgdo:

Construir um triangulo ABC sabendo que o lado mede 8

cm, o dngulo ABC mede 60°e a mediana mede 6 cm.

A fim de reconhecer a sequéncia de passos para a
construgdo da figura, ¢ pertinente, inicialmente, fazer um
esboco da situagdo proposta, destacando os elementos
descritos no enunciado (Figura 4).

Figura 4 - Esbogo da solugao do problema

A

Fonte: Os Autores
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O esbogo sugere comecar a resolucdo construindo o
ladoque mede 8 cm e 0 angulo ABC de medida 60°. Em relagdo
a construgdo desse angulo de 60°, é necessario o dominio dos
passos de sua construgdo (que geralmente esta associado a
construgao do triangulo equilatero, conforme a Proposicao
1 do Livro I de “Os Elementos” de Euclides) ou seja, uma

apreensao sequencial desse objeto (cf. Figura 5):

Figura 5 - Construcdo do angulo de 60°

= Passo 1: tragar um segmento
de reta ;

= Passo 2: tragar a Y
circunferéncia de centro B e
raio BC;

= Passo 3: tracar a outra
circunferéncia de centro C e
raio CB;

= Passo 4: criar uma
intersec¢do das duas o
circunferéncias, s { 5 IC
nomeando-a de 4’;

= Passo 5: tragar a semirreta

Fonte: Os Autores.

Apos essa etapa, como prosseguir? Do ponto de vista do
ensino, talvez esse seja um passo importante e complexo na
perspectiva do aluno em situagdo de resolucao desse problema.

E possivel — no caso, necessario — explicitar outras
propriedades matematicas da figura para além daquelas
indicadas no enunciado, isto ¢, ter uma apreensdo discursiva
da mesma. Uma dessas propriedades afirma que ligando os
pontos médios de dois lados de um triangulo, obtém-se um
segmento paralelo ao terceiro lado. Dessa forma, supondo que
N seja o ponto médio do lado e M o ponto médio do lado ,
a ser construido, conclui-se que sera paralelo a , conforme o

esboco ilustrado na Figura 6.

Figura 6 - Apreensdo discursiva da figura

Fonte: Os Autores.

Esse resultado permite obter os proximos passos para a
construgdo do tridngulo pedido, que aparecem descritos na
Figura 7.
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Figura 7 - Apreensao sequencial de uma figura

= Passo 1: Construir um
segmento BC de medida
8 cm;

= Passo 2: Construir um
angulo de 60° de vértice B
e lado na semirreta

= Passo 3: Construir o ponto
médio N de ;

= Passo 4: Construir a reta
paralela a pelo ponto N;

= Passo 5: Construir a
circunferéncia de centro B
e raio 6 cm;

= Passo 6: A intersecc¢do
dessa circunferéncia com ’ K
a reta paralela sera o ponto
M.

= Paso 7: A reta determina,
no lado do angulo, o ponto
A, terceiro vértice do
triangulo.

Fonte: Os Autores.

A construgdo do tridngulo proposto nesse exemplo, se
inicia com a transformacdo de um enunciado, apresentado
em lingua natural, em uma representagao figural — ou, nos
termos de Duval (1995a), com uma atividade de conversdo
da representagao no registro da lingua natural para o registro
geométrico (figural). Em seguida, uma apreensdo perceptiva
da figura leva a observar como iniciar a construcao (construgao
de um segmento e de um angulo de 60°). A construgdo do
angulo de 60° necessita, por sua vez, de uma apreensao
sequencial (associar tal angulo aos passos de sua constru¢do
com régua e compasso). A seguir, a apreensdo discursiva
permite relacionar uma propriedade oculta da figura (a reta
¢ paralela a reta ). O exemplo apresentado ilustra como se
da o processo de resolucdo de um problema geométrico de
construcdo: ele vem sempre acompanhado da articulagio
entre diferentes apreensdes da figura em jogo.

Mas, consideramos ainda que ndo sdo apenas em problemas
de construg@o que a apreensdo sequencial pode intervir. Os
passos de uma constru¢do geométrica podem ser evocados
em uma situag@o, servindo de base para outras apreensoes
da figura, em particular a discursiva. Como exemplo, vamos
considerar a constru¢do de um triangulo isdsceles por meio
da mediatriz de sua base. O dominio dessa construgdo sugere
a presenga do eixo de simetria do tridangulo isosceles (com
B sendo levado em C e A invariante) e, com isso, abre a
possibilidade de identificacao de outras propriedades da figura,
como o fato da altura, mediana e bissetriz se confundirem.
E também, sua decomposi¢do em dois triangulos retangulos
congruentes. Isso acaba por permitir um tratamento da
representacdo figural, modificando-a e enriquecendo-a, o
que se refere a outro tipo de apreensdo — a operatdria — de
importancia para o proposito desse artigo e que passamos a
descrever na sequéncia.
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3 Apreensao Operatoria de uma Figura

A apreensdo operatoria de uma figura ¢ aquela que
corresponde a transformar — modificar — a figura dada em
outras figuras para obter novos elementos que poderdo levar a
ideia da solugdo de um problema ou de uma prova matematica.
Essas modificagdes permitem acrescentar novos elementos e
operar uma reorganizacao perceptiva da figura. Duval (1994)
chama essa modificagdo de heuristicamente pertinente. Esse
autor distingue trés tipos principais de modificagdes possiveis:

1°) Modificagdes que consistem em dividir a figura em
subfiguras que podem (ou nao) ser reagrupadas formando
outras figuras: trata-se de uma operagao de reconfiguracao
da figura;

2°) Modificagdes que consistem no deslocamento de uma
figura por uma isometria (rotagao, translacéo, reflexao);

3°) Modificagdes que consistem na ampliagdo, reducdo ou
deformacao de uma figura.

Essas modificagdes podem ser espontineas e evidentes ou,
ao contrario, dificeis de “ver” a partir da figura inicial. A cada
uma dessas apreensdes operatorias, correspondem tratamentos
especificos das representagdes figurais. Na reconfiguragao, por
exemplo, ha fatores que tornam esse tipo de operacdo mais ou
menos visivel ou mais ou menos complexo, tais como: a figura
ser convexa ou ndo; a figura estar em suporte quadriculado ou
nao; alguma divisdo da figura em partes elementares ser dada
ou ndo na representagdo inicial.

Uma das principais tarefas na resolugdo de um problema
¢ identificar possiveis modifica¢des que trazem novos dados
para avancar em sua solucdo e, dentre tais modificagdes,
quais sdo aquelas mais pertinentes na resolug¢do do referido
problema.

No que
exemplificaremos

segue, por meio de algumas situagdes,

possiveis modificagdes de figuras,
visando destacar o papel das apreensdes operatorias de
figuras na resolucdo de problemas geométricos envolvendo
representacdes figurais.

Cabe antes notar que existem outras abordagens que
tratam desse aspectos, diferentes,

como 0s conceitos figurais’ que, nas palavras de Fischbein

com denominagdes

(1993), podem ser pensados como conceitos e objetos e essa
dualidade enfatiza as diferentes interpretagdes associadas as
representacdes graficas. Ou ainda, as configuragoes da Gestalt
introduzidas por Acuifia (2010, p. 1) que afirma:

O tratamento de diagramas geométricos requer o
manuseio de aspectos figurativos do desenho, tanto quanto
dos aspectos conceituais contidos na figura. Na Geometria,
usamos os aspectos figurativos dos diagramas como simbolos
para provar ou resolver problemas. Quando interpretamos
informacdes figurativas, emergem o que chamamos de
configuracdes da Gestalt: configuragdes figurativas auxiliares,
reais ou virtuais, que dao significado e substancia a uma ideia
que facilita a prova ou solug@o do problema.

Assim, as configuragoes da Gestalt estdo associadas ao

tratamento de representagdes em Geometria com base em suas
propriedades iconicas ou figurais, centradas na imagem visual
€ em sua natureza externa, materializada em algum suporte.

A autora, referindo-se a Pyke (2003), afirma que a ideia
unificadora é que o grafico (ou diagrama) ¢ uma representagao
externa que se materializa através do uso de lapis e papel,
computador ou outros meios e, portanto, estd disponivel por
esses meios, em contraste com representacdes mentais que
ndo sdo acessiveis. Na abordagem Duvaliana, a atividade
cognitiva estd menos centrada no visual e mais nos recursos
e formas de funcionamento das representacdes semioticas,
como pretendemos ilustrar na sequéncia.

3.1 Exemplos do 1° tipo de modificacio em uma apreensiao
operatoria

Iniciamos com uma questdo classica (Figura 8), presente
na maioria dos livros didaticos de Matematica do Ensino
Fundamental II. Esse exercicio costuma ser proposto a alunos
que ja tém o conhecimento de que “duas retas paralelas
intersectadas por uma transversal determinam angulos alternos
internos congruentes” e de uma de suas consequéncias que €
o fato de a “soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo ser igual a 180°”.

Figura 8 - Exemplo 1 de apreensdo operatdria de figura

Obter a medida x do angulo ABC representado na figura
abaixo.

A r

35°

lis

20° 5

Fonte: Os Autores.

Do ponto de vista do ensino, podemos considerar que
a questdo ndo pode ser resolvida somente com a apreensao
perceptiva. O aluno aprendeu a tratar configuracdes conhecidas
como aquelas envolvendo tridngulos, quadrilateros, poligonos
ou circulos. No entanto, a configuragdo apresentada tem um
formato nd3o muito familiar, ndo evocando a propriedade
citada de forma imediata. E necessario modificar a figura de
partida para recair em configuragdes e resultados conhecidos.
Uma das possiveis modificacdes da figura € o prolongamento
da reta AB de forma a interceptar a reta s no ponto D (cf.
Figura 9a) e obtendo o triangulo BDC. Esse elemento que
ndo constava no enunciado inicial e que foi acrescido permite
recair nos resultados anteriormente conhecidos pelos alunos.
A partir do tridangulo BCD, obtém-se x = 55°.

4 Tradugao nossa do original em Inglés — figural concept — Fischbein op. cit.
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Figura 9 - Resolucdes por prolongamento de retas

A/ r

rifs

rils

Fonte: Os Autores.

Uma outra modificagdo da figura inicial, similar a anterior,
¢ o prolongamento da reta BC de forma a interceptar a reta r
no ponto E (ver Figura 9b). Novamente, recaiu-se no resultado
anterior para obter x.

Virias outras modificagdes sdo possiveis. Por exemplo,
criar dois tridngulos retdngulos a partir do tragado de uma reta
perpendicular a r pelo ponto B (cf. Figura 10a). A partir dos
triangulos retangulos, obtém-se x = 55°.

Uma modificacdo que também envolve o tragado de reta
perpendicular ¢ a indicada na Figura 10b: a reta perpendicular a
r pelo ponto C determina o quadrilatero ADCB. Considerando
que a soma das medidas dos angulos de um quadrilatero ¢é
360°, tem-se: 145°+90°+70°+x=360°, donde x=55°.

Figura 10 - Resolugdes por tragado de retas perpendiculares

A r

[ 350

rils
B
5
C
(@)
A D r
35° L]
o . rils
20° = S
(®)

Fonte: Os Autores.

Uma quinta modificacdo, que pode ser motivada pela
propriedade de retas paralelas cortadas por transversal,
consiste na criacdo de uma reta paralela a r pelo ponto B

(Figura 11). Nesse caso, para obter o valor de x, aplica-se duas

vezes o resultado mencionado anteriormente.
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(b)

Figura 11 - Resolucdo a partir da reta paralela a 7 (ou s) por B.

A r
35°
x v 357 rifs
B 20°
20° S
C

Fonte: Os Autores.

Mais uma modificagdo passivel de ser concebida, mas
que exige um certo grau de abstragdo, ¢ a criagdo do tridngulo
ABC (cf. Figura 12). Nessa nova configuragao, hd necessidade
de se criar uma incognita auxiliar y: (145°—y) +x + (y — 20°)
= 180°, o que resulta em x = 55°.

Figura 12 - Resolugdo baseada na criagdo do triangulo ABC.

rils

Fonte: Os Autores.

Mais uma modificagdo possivel seria o tracado de uma
reta perpendicular a 7 pelo ponto 4 criando-se, dessa forma,
dois novos tridngulos ABE e DEC (Figura 13). O angulo BAE
mede 55°, o angulo DEC mede 70°, consequentemente, o
angulo AEB mede 70°. Logo, resulta que x = 55°.

Figura 13 - Resolug@o com apoio de reta perpendicular a r (ou
s) passando por A.

A r
35° L]
B X s
E
20° — 5
D C

Fonte: Os Autores.

JIEEM v.12, n.3, p. 245-257, 2019.



JAHN, A.P.; BONGIOVANNIL V.

Do ponto de vista do ensino e aprendizagem, cabe observar
que a exploragdo de um exercicio desse tipo, desafiando os
alunos a encontrarem as possiveis modificagdes da figura
que levam a uma solugdo, pode contribuir para eliminar a
crenga de que a resolugdo de uma questdo de Geometria ¢é
unica e corresponde apenas aquela esperada ou indicada
pelo professor. Em outras palavras, da a oportunidade de
renegociagdo de regras de contrato didatico, no sentido de
Brousseau (1995).

Esse exemplo, com suas diferentes resolugdes provenientes
de modificagdes/transformagdes da figura original, permite
ainda enfatizar a articulagdo das apreensdes operatoria e
perceptiva caracterizando o que Duval (1994) denomina
visualiza¢do de uma figura.

Na pesquisa em Educacdo Matematica, a visualizagdo ¢é
geralmente referida como produto e processo de criar, usar,
interpretar e refletir sobre informagdo visual. Parece haver
consenso na comunidade dessa area de que a visualizagdo ¢
um componente vital da compreensdo conceitual, raciocinio,
resolugdo de problemas e prova’. Ainda que as pesquisas
adotem diferentes abordagens teoricas para investigar
problematicas relacionadas aos processos de visualizagdo
ou de desenvolvimento de raciocinio espacial, como afirma
Janela (2012), visualizag¢@o nao se reduz ao simples proposito
de ilustrar uma ideia. Ao contrario, inclui “um conjunto de
capacidades relacionadas com a forma como os alunos
percepcionam o mundo que os rodeia, ¢ com a sua capacidade
de interpretar, modificar e antecipar transformacdes dos
objectos” (Matos & Gordo, 1993, p.13). Nesse sentido,
observa-se conformidade com o aspecto de tratamento de
representacdes figurais destacada na apreensdo operatoria
ilustrada anteriormente.

A visualizagdo, ou mais genericamente, o raciocinio
espacial, parece ter reconhecida importancia na Matematica
e na Educacdo Matematica, em particular nos curriculos
de alguns paises como Estados Unidos e Portugal. Um
questionamento que foge ao escopo do artigo, mas merece ser
mencionado é: serd que é reconhecido também por formadores
e professores que ensinam Matematica na Educacgao Basica?

Voltando a apreensdo operatoria, apresentamos um
segundo exemplo com base na questdo reproduzida na Figura

14, extraida de uma prova de vestibular.

Figura 14 - Exemplo 2 de apreensdo operatoria de figura

A B

E D

Os pontos A, B e C sdo vértices de um hexagono regular
ABCDEF de drea igual a 16N/ 3 cm? Qual a drea do
triangulo ABC?
Fonte: FUVEST? (Fase 1, 2006), http://www.fuvest.br/.

Uma possivel modificagdo da figura de partida,
relativamente convencional, ¢ a decomposi¢ao em 6 triangulos
equilateros a partir do centro do hexagono regular, elemento
representado na figura dada no enunciado (Figura 15).

Figura 15 - Divisao da figura em 6 tridngulos equilateros

B

Fonte: Os Autores.

A area do hexagono écm?, portanto a area de cada tridngulo
equilatero écm?. A area dos dois triangulos equilateros 4BO e
BCO sera c¢m?, ou seja, essa area corresponde ao dobro da
area do triangulo ABC, pois os tridngulos ABC ¢ COA sdo
congruentes. Logo, a area solicitada é cm?.

Uma outra possivel modificagdo da figura inicial ¢ a
decomposicao da figura em 3 losangos congruentes: ABCO,
AFEO e EDCO (Figura 16). Como no caso anterior, a area
do triangulo ABC serd um sexto da area do hexagono regular.

Figura 16 - Divisao da figura em 3 losangos congruentes

Fonte: Os Autores.

Apresentamos, a seguir, uma resolucdo que utiliza mais a
apreensdo discursiva do que a operatoria. A formula da area
do hexagono regular ¢ utilizada para determinar a medida

5 De acordo com o documento do 7SG 23 — Visualization in the teaching and learning of mathematics, ICME14. Fonte: http://www.icme14.org/static/

en/news/37.html?v=1548055625005, Acesso em 11 jul. 2019.

6 FUVEST — Fundagao Universitaria para o Vestibular, Universidade de Sao Paulo.
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do lado do hexagono e, em seguida, a determinacdo da area
de um triangulo em fun¢@o do angulo interno. Nesse caso, a

resolu¢ao € menos visual e mais técnica.

Figura 17 - Divisdo do hexagono em triangulos e area em funcao

de angulo interno

A area do hexagono

regularé g 2 B e
4

Logo,s_ﬁ =16+3
4

Donde a2=E cm
3

A a B A area do tridngulo
=, a . atsen120°
ABC ¢ @’sen
2
E C Logo, a area é igual
a.
32 5enl20° 1643
D 30 2 6

Fonte: Os Autores.

Figura 19 - Apreensao discursiva da figura

A B
1cm
R E
H

S F

Nesse mesmo contexto, o exemplo a seguir foi extraido do
banco de questdes da Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas (OBMEP).

Figura 18 - Exemplo 3 de apreensdo operatoria de figura

Para fazer um quadro bem moderno para sua escola, Roberto
divide uma tela quadrada de 16 cm? em 8 partes com 4 faixas
de mesma largura e a diagonal, como na figura. Ele pinta
o0 quadro de azul e verde, de modo que duas partes vizinhas
tenham cores diferentes. No final, ele repara que usou mais
verde do que azul. Qual a area da figura pintada de verde?
Fonte: OBMEP — Banco de Questdes (2008, p. 10).

E possivel solucionar o problema sem modificar a figura
inicial. Nesse caso, a apreensao discursiva ¢ que pode levar a
uma resolugdo, como ilustrado na Figura 19.

Como o segmento DB ¢é diagonal do quadrado, deduz-se que o angulo EBH mede 45°. Logo, o
fem  tridngulo BEH ¢ isdsceles. Portanto, a sua area ¢ 0,5 cm?. A area do retdngulo ABER sendo 4 ¢cm?,
conclui-se que a area do trapézio ABHR sera de 3,5 cm?.

lem  Analogamente, o tridngulo BFM & isosceles. A drea do trapézio HEFM serd (2+D 1=1 5,
Portanto, a area da parte verde superior sera 1,5+3,5 e a parte verde inferior ser também 1,5+3,5.

T G
N
M Donde a 4rea total das partes verdes serd 10 cm?.
D Cc
e ____dcm_o_ -

Fonte: Os Autores.

Uma outra resolugdo pode ser produzida modificando a
figura de partida: transforma-se a figura num quadriculado 4
por 4. A figura foi dividida em 16 quadrados de area 1 cm? cada
(Figura 20). Torna-se visivel que a area verde corresponde
a 10 quadrados (8 quadrados completos + 4 metades de
quadrados). Logo a 4rea pedida serd de 10 cm>.

Figura 20 - Reconfiguracdo com a divisdo em quadrados unitarios

Fonte: Os Autores.

Percebe-se, nesse exemplo, que a modificagdo da
figura introduzindo o quadriculado facilitou a resolugdo do
problema. A divisdo do quadrado inicial em um quadriculado
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¢ uma acdo que caracteriza uma reconfiguracdo, ou seja, um
tipo de apreensdo operatoria da figura.

Atividades de reconfiguracdo sdo recorrentes em situagdes
geométricas envolvendo conceitos de area ou perimetro. Para
finalizar essa secdo, apresentamos um ultimo exemplo dessa
natureza: dadas duas circunferéncias de centros Q e P e raios
4 cm, tangentes entre si, conforme Figura 217, pergunta-se:
a que distancia d devemos tragar uma reta paralela a PQ de
modo que a area da figura pintada 4 seja igual a area da figura
pintada B?

Figura 21 - Exemplo 4 de apreensdo operatoria de figura

(a) &

Continua...
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(b) ...continuagao.

i

Fonte: Os Autores. o

Enriquecendo a figura com alguns tragados, percebe-se
visualmente que: a area do paralelogramo MNPQ (P+C+A4+C)
deve ser igual a area do semicirculoz(C+P+A+C), cf. Figura

21b, donde se conclui que 8d = ﬁ e, portanto, d = 1 cm.
2

3.2 Exemplos do 2° tipo de modificacio numa apreensao
operatoria

Sdo as modificagdes de uma figura por uma isometria. No
caso abaixo (Figura 22), uma rotagdo da figura trard novos
dados para a resolugdo do problema.

Figura 22- Exemplo 5 de apreensdo operatoria de figura

O triangulo ABC é equilatero. O ponto E é um ponto interior
ao triangulo tal que AE=5 cm, BE=4 cm e CE=3 cm. Obter a
medida do lado do triangulo ABC.
Fonte: Os Autores.

Uma das possiveis resolugdes consiste em aplicar uma
rotagdo, no sentido horario, do tridngulo ABC, de um dngulo
de 60°em torno do ponto C (Figura 23a).

Figura 23 - Resolug?o a partir da rotagdo da figura

Fonte: Os Autores.
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Podemos observar que o triangulo CEE’ € equilatero e que
o triangulo AE’E ¢ retangulo em £’ (lados 3, 4 ¢ 5 cm). Com
isso, no triangulo AE’C, temos as medidas de dois lados e do
angulo compreendido entre eles (Figura 23b). Aplicando o
teorema dos cossenos nesse triangulo obtemos: AC? = 4*+3%-
2.3.4.cos150° = 16+9-24.= 25+12. Logo, cm.

O exemplo a seguir trata de uma construgdo geométrica
que utiliza uma reflexdo em reta (ou simetria axial) em sua
resolugao.

Figura 24 - Exemplo 6 de apreensdo operatoria de figura
Dadas duas circunferéncias de centros P e Q e uma reta r, obter
um ponto A na circunferéncia de centro P e um ponto B na
circunferéncia de centro Q de modo que r seja mediatriz do
segmento .

Fonte: Os Autores

Inicialmente, vamos supor o problema resolvido. Podemos
observar na Figura 25a que o ponto B ¢ a imagem do ponto 4
por uma reflexdo em relagdo a reta r. Para resolver a questdo,
¢ importante mobilizar um conhecimento de uma propriedade
relacionada com as transformagdes geométricas: “se um
ponto pertence a uma circunferéncia, a sua imagem por uma
reflexdo em reta pertencera a imagem da circunferéncia por
essa mesma reflexdo”. Portanto, para obter o ponto B, basta
refletir a circunferéncia de centro P em relacdo a reta r e, para
i$s0, construir com régua € compasso o simétrico do centro e
de um ponto qualquer.

A intersec¢do da imagem da circunferéncia de centro P
com a circunferéncia de centro Q sera o ponto B. Ha varias
maneiras de obter o ponto 4. Observa-se que, com os dados
da figura, o problema admite duas solu¢des, uma em cada
semiplano determinado pela reta . Uma delas ¢ obtida ao se
tracar, pelo ponto B, uma perpendicular a reta ». Essa reta
encontrara a circunferéncia de centro P no ponto 4 (Figura25b).

Figura 25 - Solugdo obtida por meio de reflexdo em reta

Fonte: Os Autores.
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Fonte: Os Autores
3.3 Exemplos do 3° tipo de modificacio numa apreensao
operatoria

Tais modificacdes consistem na ampliagdo, reducdo ou
deformagdo de uma figura. No caso abaixo, trata-se de uma

construgdo geométrica que utiliza uma homotetia.

Construir um pentagono regular de lado com medida 5 cm.

Construir um pentdgono regular inscrito numa
circunferéncia ¢ um problema classico cuja sequéncia de
passos esta determinada. Mas, a constru¢do de um pentagono
regular a partir da medida de um lado ¢ um problema com
maior dificuldade. Podemos usar o primeiro procedimento para
construir um pentagono regular e, em seguida, transformar
esse pentdgono a partir de uma homotetia. Essa ampliagao

permitira obter um pentagono regular de lado de medida 5 cm.

Figura 26 - Construgdo de pentdgono regular

c
E]
A
.I s R
B

Fonte: Os Autores

s

A sequéncia de passos para construir um pentagono

regular inscrito numa circunferéncia ¢é:
e Passol: Construir a circunferéncia de centro O e raio R.
e Passo 2: Tragar dois diametros perpendiculares AB ¢ CD.
e Passo3: Obter o ponto médio M, por exemplo, do
segmento .
e Passo4: Tracar uma circunferéncia de centro M e raio (ou

).
e Passo5: A intersec¢do dessa circunferéncia com o
segmento A0 ¢ o ponto E. O lado do pentagono regular é

o segmento EC.
Para construir um pentagono de lado 5 ¢m, basta ampliar
o pentagono regular construido por uma homotetia de centro
O e fator .
Na figura acima, CORST ¢ o pentagono regular inicial e
C’Q’R’S’T’ é o pentagono regular ampliado de lado 5 cm.
O exemplo a seguir trata de uma transformagdo que

deforma uma figura.
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Dado um triangulo escaleno, construir a elipse de Steiner.
Obs: Dizemos que uma elipse ¢ de Steiner quando ela esta
inscrita num triangulo e os pontos médios dos lados do
triangulo sdo pontos de tangéncia.

Inicialmente, vamos lembrar que uma afinidade de eixo
s, direcdo d e razao k, ¢ uma aplicagdo do plano no plano que
associa a cada ponto P, o ponto P’ construido da seguinte
maneira: pelo ponto P considera-se a reta que tem a mesma
dire¢@o d e que intersecta s no ponto O, P’ ¢é definido por , o
que implica em

Figura 27 - Exemplo de Afinidade

k OP'=k. OP

Fonte: Os Autores

Entre as propriedades de uma afinidade, podemos destacar
a conservagdo do paralelismo, do ponto médio, do baricentro
e a transformacao de circunferéncias em elipses.

O problema trata de inscrever uma elipse num triangulo
escaleno, o que ndo ¢ trivial. Uma ideia ¢ transformar a figura
numa outra mais simples por meio de uma transformagao
geométrica, resolver o problema e, pela transformagao inversa,
voltar ao problema inicial. Alids, epistemologicamente
falando, essa ¢ a caracterizagdo inicial das transformacgdes,
que aparecem mais como método de construgdo para o estudo
de figuras do que como objetos conceituais, como mostra Jahn
(2002) em seu estudo historico sobre o referido conceito.

O fato de na Geometria afim uma circunferéncia ser
transformada numa elipse e os pontos médios e de tangéncia
serem invariantes, nos sugere a adog¢do de transformacgdes
afins como ferramentas para resolver esse tipo de problema.
A passagem da Geometria Euclidiana para a Geometria afim
permite uma nova entrada nas dificuldades encontradas e
o funcionamento de ferramentas e técnicas ndo usuais na
Geometria Euclidiana. A partir do triangulo dado, cria-se
um tridngulo equildtero e a seguir inscreve-se nele uma
circunferéncia. Ela serd tangente ao tridngulo nos pontos
médios dos lados. Em seguida, por uma afinidade, transforma-
se a circunferéncia numa elipse.

Figura 28 - Passagem ao triangulo equilatero

A

B C B

Fonte: Os Autores
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Seja ABC o triangulo dado e 4’BC um triangulo equilatero
de base BC. Existira, nesse caso, uma afinidade de eixo BC e
direcdo AA’, de fator , ou seja,

Figura 29 -Transformagdo do triangulo 4ABC no tridngulo 4 'BC

Fonte: Os Autores.

Os pontos médios M, N e P do tridngulo ABC serdo, nesse
caso, transformados nos pontos médios M’, N’ e P do tridngulo
A’BC. Os pontos M’, N’e P pertencem a circunferéncia inscrita
no tridangulo equilatero 4 'BC. Logo, os pontos médios M, Ne P
sdo pontos da elipse inscrita no tridngulo ABC. Como a elipse
¢ determinada por cinco pontos, faltam determinar outros
dois pontos. Escolhem-se dois pontos R e S da circunferéncia
obtendo-se os correspondentes pontos R’ e S’ pela afinidade
de eixo BC e diregdo AA".

Figura 30 - Determinagéo dos 5 pontos da elipse

,_,"’O'

Fonte: Os Autores.

Com um sofiware de geometria dindmica, pode-se obter
a elipse de Steiner que contém os pontos M, N, P, R’ e S’
(cf. Figura 31). No que segue, e com base em um exemplo,
faremos consideracdes sobre as apreensdes de figuras
nesses ambientes, uma vez que estas tornam-se dindmicas
e suas propriedades geométricas caracteristicas podem ser
identificadas por meio da explicitagdo de seus elementos e,
sobretudo, das relagdes dinamicas entre eles.

Figura 31 - Solugio do problema

Fonte: Os Autores.

JIEEM v.12, n.3, p. 245-257, 2019.

4 Apreensdes de Figuras em Ambiente de Geometria
Dindmica

O uso da geometria dindmica pode auxiliar no
desenvolvimento de apreensdes perceptivas, discursivas e
operatorias de figuras. Como exemplo, vamos apresentar
a seguinte atividade: imaginemos um segmento apoiado
em duas retas perpendiculares e concorrentes num ponto O.
Suponhamos que as extremidades desse segmento deslizem
sobre essas retas. Que curva geométrica descreve o ponto
médio M desse segmento?

Inicialmente, transformamos o enunciado apresentado
numa figura por meio de uma conversdo de representacdes
do registro da lingua natural (de uso especializado) para o
registro figural.

Figura 32 - Representagdo figural do problema

A

Fonte: Os Autores.

Visualizar a curva descrita pelo ponto M ndo ¢ tarefa
muito simples, pois teremos de associar a cada posi¢do do
ponto A, uma posi¢ao do ponto M e esse procedimento devera

ser repetido inimeras vezes.

Figura 33 - Possiveis posi¢cdes do ponto M

0

Fonte: Os Autores.

Uma outra ideia ¢ o uso da Geometria Dinamica (GD).
O software pode ajudar a visualizar a curva. Ele apresentara
de modo instantdneo o lugar geométrico do ponto M quando
as extremidades A e B deslizam-se nas retas AO ¢ OB.
A apreensdo perceptiva nos dird que a curva ¢ um arco de

circunferéncia.
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Figura 34 - Tracado do lugar geométrico de M quando B descreve
areta OB

A

Fonte: Os Autores.

Mas, somente a apreensdo discursiva da figura nos da
elementos para justificar que a curva percebida ¢ um arco de
circunferéncia. A propriedade geométrica em jogo é: “num
triangulo retangulo, a mediana relativa a hipotenusa mede a
metade da medida da hipotenusa”. O segmento OM ¢ mediana
do tridangulo retangulo OA4B. Logo, a medida de OM ¢é metade
da medida do segmento 4B. Portanto, a distancia do ponto O
ao ponto M ¢ constante, donde se conclui que a curva ¢ um
arco de circunferéncia de centro O e raio AB/2.

Nota-se que o carater dindmico desses ambientes —
concebidos para manter as relagdes geométricas entre os
objetos — e as ferramentas nele disponiveis permitem uma
exploragdo mais direta das figuras, favorecendo a visualizagdo
de outros elementos e de subfiguras que podem auxiliar os
alunos na resolugdo de problemas.

5 Conclusao

A capacidade de modificar uma figura de partida para
ter uma melhor ideia da resolucdo deve ser levada em conta
no ensino da Geometria, pois ¢ uma habilidade possivel de
ser desenvolvida pelos alunos. Para tanto, cabe ao professor
construir situagdes de aprendizagens que levem em conta o
desenvolvimento da apreensdo operatoria das figuras.

Os ambientes computacionais de Geometria Dinamica
(GD) podem auxiliar fortemente no desenvolvimento
desse tipo de apreensdo, tornando a atividade dos alunos
mais experimental e exploratéria, de modo a observar a
figura em diversas posig¢des, bem como incrementa-la com
diversos elementos. Isso porque, para além da caracteristica
dinamica dos objetos, estdo disponiveis diversas ferramentas
que representam relacdes e transformagdes geométricas e
permitem, de forma bastante direta ¢ economica, observa-los
e trata-los com novos elementos e/ou modificagdes grafico-
espaciais, inacessiveis no contexto do papel&lapis.

Duval (1994) adverte que a apreensdo discursiva
associada a dedug@o e, a apreensdo sequencial associada a
construgdo, t€ém um fraco valor heuristico e que um trabalho
com essas duas apreensdes geralmente nao ¢ transferido para
o desenvolvimento da apreensdo operatoria. Essa asserc¢ao ¢é
importante, pois mostra que valorizar apenas as construgdes
— numa abordagem diretiva focada em passos da construgdo
— ou as demonstrag¢des (provas formais) ¢ insuficiente para
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que os alunos tenham um bom desempenho na resolugdo de
problemas geométricos. Faz-se necessario colocar os alunos
diante de situacdes geométricas favoraveis a descoberta
de uma solucdo. Tais situagdes ndo precisam ter indicagdes
ou pistas ¢ nem sugestdes fornecidas pelo professor, mas
sim, devem propiciar um trabalho focado em apreensdes
operatorias e visualizagdo das figuras em jogo, trabalho este
que pode ser implementado com o apoio de ambientes de GD,
conforme ilustrado na ultima se¢ao.
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